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▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❡st
✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts ❧❡s ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s ❡t ❛✉ss✐ ✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ét✉❞✐és✳ ❇❛sés ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
s✉r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲✱ ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♠♦❞❡r♥❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉ ❞❡s ♣r♦❣rès s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡s ❝❡s ❞✐①
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ✿ ❧❡ r❡t♦✉r
❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❡♥ ❖❝❛♠❧ ❞✬✉♥ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✱ ❜❛♣t✐sé ❙❛t✲▼✐❝r♦✱ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠✐s❡
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ♣❛r❡ss❡✉s❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❙❛t✲▼✐❝r♦ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦❞❡✱ ✼✵ ❧✐❣♥❡s ❛✉ t♦t❛❧✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r s❛
❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts
❧❡s ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s ❡t à ❝❡ t✐tr❡ ✐❧ ❛ été ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❉❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✱
❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♦♥t été ♣❧❛❝és ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡
❛✉① ♣r♦❣rès s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡s ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❇❛sés ❛✉ ❞é♣❛rt s✉r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲✱
❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❞✬❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❛♣♣♦rt❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥
❛rr✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❡t❝✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❢♦ssé à ❝♦♠❜❧❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❤é♦r✐q✉❡s
❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ✿ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ♠♦❞❡r♥❡ s♦✉s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧
❛♥❣❧❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts s♦✉❧❡✈és ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❡♥ ❖❝❛♠❧✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❙❛t✲▼✐❝r♦✱ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡s rè❣❧❡s✱
très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s♦♥t ❛✐sé♠❡♥t ❛❞❛♣t❛❜❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s
♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❇✐❡♥ q✉❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ❙❛t✲▼✐❝r♦ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ ❝♦♠♣ét✐t✐❢
q✉❡ ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❞✬❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✐❝✐ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡rt✐✜❡r ✉♥❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s❛♥s s❛❝r✐✜❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ q✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❤❛✉t❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳
▲❛ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ st②❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
❞❡ ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢♦♥t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❙❛t✲▼✐❝r♦ ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s ✼✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❡t ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞✬❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❝❡s rè❣❧❡s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ét❡♥❞ ❝❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s
❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✐♥❤ér❡♥t❡ à ✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ s✉r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❙❛t✲▼✐❝r♦✳
✾✶
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
✷✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ❬✼✱ ✻❪✱ ♥♦♠♠é ❞✬❛♣rès s❡s ✐♥✈❡♥t❡✉rs ❉❛✈✐s✱ P✉t♥❛♠✱ ▲♦❣❡♠❛♥♥ ❡t ▲♦✈❡❧❛♥❞✱
❡st ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✶ ✭❋◆❈✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡ss❛②❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ r❡♥❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈r❛✐❡✳ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✈❡r✐✜❡ t♦✉t❡s ❧❡s 2n ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s
q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ✈✐t❡ ✿
✕ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✿ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡✈❡♥✉s ❢❛✉① s♦♥t s✉♣♣r✐♠és
❞❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ❡t s✐ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞❡✈❡♥✉ ✈r❛✐✱ t♦✉t❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st s✉♣♣r✐♠é❡ ❀
✕ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ✿ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❧✐ttér❛❧✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ✈ér✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ❧✐ttér❛❧ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ✈r❛✐✳
❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ❛ttr✐❜✉❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ❛rr✐✈❡ ✿
✕ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ ∅ ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ été
tr♦✉✈é❡ q✉✐ r❡♥❞ ✈r❛✐❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ✿ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡ ❀
✕ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐❢é❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✭✉♥
❝♦♥✢✐t✮ ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ à ❧✬❡♥❞r♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t ♦ù ✐❧
♣❡✉t ❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
P♦✉r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❋◆❈✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✱ ♦✉ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❡st s❛♥s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❀
♥♦✉s é❝r✐r♦♥s l ∨ C ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ❧✐ttér❛❧ l ❡t {l1, l2, l3} ♣♦✉r
❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① l1, l2 ❡t l3 ❀
✕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❋◆❈ ❡st é❝r✐t❡ C1, . . . , Cn ♦ù ❧❡s Ci s♦♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❛r❢♦✐s✱ ♥♦✉s
♦♠❡ttr♦♥s ❧❡s ❛❝❝♦❧❛❞❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ✿ s✐ ∆ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ∆, l ❡st ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ l✳
✷✳✶✳ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s
❈♦♥❢❧✐❝t
Γ ⊢ ∆, ∅
❆ss✉♠❡
Γ, l ⊢ ∆
Γ ⊢ ∆, l ❇❝♣









Γ, l ⊢ ∆, C
Γ, l ⊢ ∆, l̄ ∨ C
Γ, l ⊢ ∆
Γ, l ⊢ ∆, l ∨ C
❯♥s❛t
Γ, l ⊢ ∆ Γ, l̄ ⊢ ∆
Γ ⊢ ∆
❋✐❣✳ ✶ ✕ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❉P▲▲
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝✐♥q rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s✳
❊❧❧❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ❧❡ séq✉❡♥t Γ ⊢ ∆✱ ♦ù Γ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① s✉♣♣♦sés
✈r❛✐s✱ ❡t ∆ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❈❡s rè❣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧✉❡s ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t ✿ ❧✬ét❛t s♦✉s ❧❡ tr❛✐t ❡st
❧✬ét❛t ❛✈❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ▲❛ rè❣❧❡❈♦♥❢❧✐❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛
tr♦✉✈é ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ét❛♥t t❡r♠✐♥é❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞♦✐t r❡✈❡♥✐r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❆ss✉♠❡ ❞é❝r✐t
✶
✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
Vn
i=1(l1∨· · ·∨ lki )✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ lj ❡st ✉♥ ❧✐ttér❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
♦✉ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✳
✾✷
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✿ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣♦sé ✈r❛✐✱ s❛♥s
q✉♦✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s❡r❛✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳
▲❡s rè❣❧❡s❇❈P ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❛♥s Γ✳ ❙✐ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❡st s✉♣♣♦sé ❢❛✉① ✭s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s Γ✮✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✭♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡✮✳ ❙✐ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé ✈r❛✐✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
s✉♣♣r✐♠é❡ ✭❞❡✉①✐è♠❡ rè❣❧❡✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t✱ q✉✐ ❞♦✐t s❡ ❧✐r❡ ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ♣♦✉r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ■❧ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ s✉♣♣♦sé ✈r❛✐ ✭♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡✮✱ ❡t s✐
❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡ ✭t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ t❡r♠✐♥❡♥t
❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥❢❧✐❝t✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡✈✐❡♥t ♣❛r ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ à ❝❡tt❡ rè❣❧❡❯♥s❛t ❡t ❡ss❛②❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
❞r♦✐t❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❢❛✉①✳
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ été ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❈♦q ❡t ♣r♦✉✈é❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✵✵ ❡t ✷✵✵✵ ❧✐❣♥❡s✳
✷✳✷✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❉P▲▲ ❡♥ ❖❝❛♠❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ ✈❡rs ❞✉ ❝♦❞❡ ❖❝❛♠❧ q✉✐ ❧❡✉r s♦✐t ♣r♦❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
✓ ♥❛ï✈❡ ✔✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳
P♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋◆❈ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
❋◆❈✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❛❜str❛✐ts✱ ✉♥ t②♣❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❡t ✉♥ t②♣❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
❋◆❈ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✿
♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ▲■❚❊❘❆▲ ❂ s✐❣
t②♣❡ t
✈❛❧ ♠❦❴♥♦t ✿ t → t
✈❛❧ ❝♦♠♣❛r❡ ✿ t → t → ✐♥t
❡♥❞
♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❋◆❈ ❂ s✐❣
t②♣❡ ❢♦r♠✉❧❛
♠♦❞✉❧❡ ▲ ✿ ▲■❚❊❘❆▲
✈❛❧ ♠❛❦❡ ✿ ❢♦r♠✉❧❛ → ▲✳t ❧✐st ❧✐st
❡♥❞
➚ ♣❛rt ❧❡ t②♣❡ t ❞❡s ❧✐ttér❛✉①✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ▲■❚❊❘❆▲ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥ ❡t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r
❙❡t✳▼❛❦❡✮✳ ▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❋◆❈ ✈✐❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ▲■❚❊❘❆▲ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❦❡ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❧✐st❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ♥❛ï❢✱
t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋◆❈✳ ◆♦tr❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❙❛t✱ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❋◆❈✱ ❞é❝❧❛r❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❯♥s❛t ❡t ❙❛t✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ▲ ❞❡s ❧✐ttér❛✉①
❡t ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❙ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✳ ▲❡ t②♣❡ t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❣❛♠♠❛ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❋◆❈ ❞❡❧t❛✱ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❉P▲▲ ✿
♠♦❞✉❧❡ ❙❛t✭❋♥❝ ✿ ❋◆❈✮ ❂ str✉❝t
❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t
❡①❝❡♣t✐♦♥ ❙❛t
♠♦❞✉❧❡ ▲ ❂ ❋♥❝✳▲
✾✸
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
♠♦❞✉❧❡ ❙ ❂ ❙❡t✳▼❛❦❡✭▲✮
t②♣❡ t ❂ ④ ❣❛♠♠❛ ✿ ❙✳t ❀ ❞❡❧t❛ ✿ ▲✳t ❧✐st ❧✐st⑥
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡s ♠ê♠❡s rè❣❧❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦❝é❞❡r à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ▲❡
❝♦❞❡ s✉✐✈❛♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❆ss✉♠❡ ❡t ❇❝♣ ✿
❧❡t r❡❝ ❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❢ ❂
✐❢ ❙✳♠❡♠ ❢ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ t❤❡♥ ❡♥✈
❡❧s❡ ❜❝♣ ④ ❣❛♠♠❛ ❂ ❙✳❛❞❞ ❢ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ ❀ ❞❡❧t❛ ❂ ❡♥✈✳❞❡❧t❛⑥
❛♥❞ ❜❝♣ ❡♥✈ ❂
▲✐st✳❢♦❧❞❴❧❡❢t
✭❢✉♥ ❡♥✈ ❧ → tr②
❧❡t ❧ ❂
▲✐st✳❢✐❧t❡r
✭❢✉♥ ❢ →
✐❢ ❙✳♠❡♠ ❢ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ t❤❡♥ r❛✐s❡ ❊①✐t ❀
♥♦t ✭❙✳♠❡♠ ✭▲✳♠❦❴♥♦t ❢✮ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛✮ ✮ ❧
✐♥
♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤
❬❪ → r❛✐s❡ ❯♥s❛t ✭✯ ❈❖◆❋▲■❈❚ ✯✮
⑤ ❬❢❪ → ❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❢
⑤ ❴ → ④❡♥✈ ✇✐t❤ ❞❡❧t❛ ❂ ❧ ✿✿❡♥✈✳❞❡❧t❛⑥
✇✐t❤ ❊①✐t → ❡♥✈
✮ ④❡♥✈ ✇✐t❤ ❞❡❧t❛❂❬❪⑥ ❡♥✈✳❞❡❧t❛
▲❛ rè❣❧❡ ❆ss✉♠❡ s❡ tr❛❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❝♦❞❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡st ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜❝♣ ❥✉st❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛❥♦✉té ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❢ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❣❛♠♠❛✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜❝♣✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❇❝♣✱ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊❧❧❡
♣❛r❝♦✉rt t♦✉t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❢♦❧❞❴❧❡❢t✮ ❡t ❡♥❧è✈❡ t♦✉s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① t❡❧s q✉❡ ❧❡✉r
♥é❣❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣❛♠♠❛ ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❢✐❧t❡r✮✳ ❙✐ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❣❛♠♠❛✱
t♦✉t❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st ❡♥❧❡✈é❡ ❀ ❝❡❝✐ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❊①✐t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♦rt✐r ❞✉
✜❧tr❡ ❞ès q✉✬✉♥ t❡❧ ❧✐ttér❛❧ ❛ été tr♦✉✈é✳ ❙✐✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❋◆❈✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥❢❧✐❝t ❡t ♦♥ r❡✈✐❡♥t ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❡♥ ❧❡✈❛♥t ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t
✭❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡✮✳ ❙✐ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦t✐❢✮✱ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé ❀ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜❝♣ ❡t ❛ss✉♠❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t❡✉r ❞✉ ❢♦❧❞❴❧❡❢t✳
❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥❡ str❛té❣✐❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s✱ q✉❛♥❞ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ■❝✐✱ q✉❛♥❞ ✉♥
❧✐ttér❛❧ ❡st s✉♣♣♦sé✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❇❝♣ ❡t ❆ss✉♠❡ s♦♥t t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐
✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡st tr♦✉✈é✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥❢❧✐❝t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✭s✐♥♦♥ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t ❛✉r❛✐t été ❧❡✈é❡✮✳
▲❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ q✉✐ r❡st❡ à tr❛❞✉✐r❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t✳
❧❡t r❡❝ ✉♥s❛t ❡♥✈ ❂ tr②
♠❛t❝❤ ❡♥✈✳❞❡❧t❛ ✇✐t❤
❬❪ → r❛✐s❡ ❙❛t
⑤ ✭❬❴❪ ⑤ ❬❪✮ ✿✿❴ → ❛ss❡rt ❢❛❧s❡
⑤ ✭❛ ✿✿❴✮ ✿✿❴ →
✭tr② ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❛✮ ✇✐t❤ ❯♥s❛t → ✭✮✮ ❀
✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭▲✳♠❦❴♥♦t ❛✮✮
✇✐t❤ ❯♥s❛t → ✭✮
✾✹
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
❊❧❧❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✿ s✐ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❋◆❈
✈✐❞❡✱ ♦♥ ❛ tr♦✉✈é ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ r❡♥❞ ✈r❛✐❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡t
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀ ❝✬❡st ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜❝♣ ❡t ❛ss✉♠❡✳
❙✐♥♦♥✱ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛ ❡st ❝❤♦✐s✐✱ ❡t s✉♣♣♦sé ✈r❛✐✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❡①♣❧♦ré❡ ❡t ❛✉❝✉♥❡
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❢❛✉① ❧❡ ❧✐ttér❛❧✳
❆✉❝✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t ♥❡ ❞♦✐t s✬é❝❤❛♣♣❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐❝✐
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❧❛ tr❛✐t❡r ❡t ❝✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡♥❝❛❞ré❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ tr② ✳✳✳ ✇✐t❤✳ P♦✉rq✉♦✐ ② ❛✲t✲✐❧
❞♦♥❝ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜❧♦❝ tr② ✳✳✳ ✇✐t❤ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❛✮ ❄ ❈❡
❜❧♦❝ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❧é✈é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛ss✉♠❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ❞❡ ✉♥s❛t✳ ▲❡s ❛♣♣❡❧s ❞❡
❛ss✉♠❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❡s ❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s ❞❡ ✉♥s❛t ♠❛✐♥t✐❡♥♥❡♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
♥✐ ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❛♥s ❞❡❧t❛✳
■❧ r❡st❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é❡ ❞♣❧❧✳
❧❡t ❞♣❧❧ ❢ ❂ tr②
✉♥s❛t ✭❜❝♣ ④❣❛♠♠❛ ❂ ❙✳❡♠♣t② ❀ ❞❡❧t❛ ❂ ❋♥❝✳♠❛❦❡ ❢⑥✮ ❀ ❢❛❧s❡
✇✐t❤ ❙❛t → tr✉❡ ⑤ ❯♥s❛t → ❢❛❧s❡
❡♥❞ ✭✯ ❢✐♥ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❙❛t ✯✮
❊❧❧❡ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❋◆❈ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢✱ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜❝♣ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s ❡t ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t✳ ❙✐ ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥
❙❛t ❛ été ❧❡✈é❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❙✐ ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❜❝♣ ❧è✈❡ ❯♥s❛t✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❙✐
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t t❡r♠✐♥❡ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
♦♥t été ❡①♣❧♦ré❡s s❛♥s q✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬❛✐t été tr♦✉✈é❡✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥ ❝♦❞❡ très ❝♦✉rt ✭❡♥✈✐r♦♥ ✹✵ ❧✐❣♥❡s ♣♦✉r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❙❛t✮ q✉✐ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬êtr❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❈♦q ✿ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦❞é❡ ✓ ❡♥ ❞✉r ✔
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ ② ❛♣♣♦rt❛♥t
❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳
✸✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡st❡ très ♥❛ï✈❡ ❡t ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♠♦❞❡r♥❡s✱ t♦✉t
❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
♠❡✐❧❧❡✉rs ❣râ❝❡ à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❬✶✹✱ ✾❪✳
❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡t s✬❡✛♦r❝❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡
❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ✓ ♣❡rt✐♥❡♥ts ✔ ♣♦ss✐❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳
❉✬❛✉tr❡s✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s♦♥t ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❡t ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬é❧❛❣✉❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✬❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❛✉ ❝♦✉rs
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❝❛r ❝❡
s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r à ❝♦✉♣ sûr ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ♥❡ s❡ ❜❛s❡♥t ♣❛s
s✉r ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ✿ ❧❡
r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❞❡ très ❧é❣èr❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦❞❡ ♣rés❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t
❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
✾✺
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
✸✳✶✳ ❘❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡
Pr✐♥❝✐♣❡✳ ▲❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❬✶✸❪ ❝♦♥s✐st❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡
❯♥s❛t✱ à ❛♥❛❧②s❡r s✐ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ l ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛ été ♦✉ ♥♦♥ ✓ ✉t✐❧❡ ✔ ♣♦✉r
❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù l ♥✬❛ ♣❛s s❡r✈✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞✐s♣❡♥s❡r
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉P▲▲ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
x̄4 ⊢ {}
x3 ⊢ {x̄4}, {x4}
❆ss✉♠❡
x̄5 ⊢ {}
x̄3 ⊢ {x̄5}, {x5}
❆ss✉♠❡
x2 ⊢ {x̄3, x̄4}, {x̄3, x4}, {x3, x5}, {x3, x̄5}
❯♥s❛t
✳✳✳
x̄2 ⊢ . . .
x1 ⊢ {x̄3, x̄4}, {x̄3, x4}, {x2, x3, x5}, {x3, x5}, {x3, x̄5}
❯♥s❛t
. . .
x0 ⊢ {x̄3, x̄4}, {x̄1, x̄3, x4}, {x2, x3, x5}, {x3, x5}, {x3, x̄5}
❯♥s❛t
. . .
∅ ⊢ {x̄0, x̄3, x̄4}, {x̄1, x̄3, x4}, {x2, x3, x5}, {x3, x5}, {x3, x̄5}
❯♥s❛t
❋✐❣✳ ✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉P▲▲
❙❡✉❧❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❆ss✉♠❡ ❡t ❯♥s❛t ② s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❡st ré❛❧✐sé ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✳ ❆✉ss✐✱ s❡✉❧
❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❧✐ttér❛❧ ❛❥♦✉té ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ♦ù x2 ❛ été s✉♣♣♦sé✱ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① x3✱ x4 ❡t x5✳
▲❛ ♠ê♠❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡①✐st❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡ ♦ù x̄2 ❡st s✉♣♣♦sé ✭♠❛rq✉é❡ ♣❛r ❞❡s
♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rt✐❝❛✉①✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ❉P▲▲✳
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✳ P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❣râ❝❡ à q✉❡❧s ❧✐ttér❛✉① ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥
♠♦❞✐✜❡ ❉P▲▲ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❝♦♥t✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♥♥♦tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s l[A] ♦ù l ❡st
❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❛❥♦✉té ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t A ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❡❧é ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ l ❀ ❝❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ l ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❀
✕ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ∆ s♦♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❛♥♥♦té❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❡
s♦✉✈❡♥✐r ❣râ❝❡ à q✉❡❧s ❧✐ttér❛✉① ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦♥t été ré❞✉✐t❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀
✕ ❡♥✜♥✱ ❧❡s séq✉❡♥ts s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ ∆ : A ♦ù ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ Γ ❡t ∆✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s séq✉❡♥ts
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ Γ ❡t ∆ ❡t r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① A✳
❈♦♥❢❧✐❝t
Γ ⊢ ∆, ∅[A] : A
❆ss✉♠❡
Γ, l[B] ⊢ ∆ : A
Γ ⊢ ∆, l[B] : A ❇❝♣









Γ, l[B] ⊢ ∆, C[B ∪ C] : A
Γ, l[B] ⊢ ∆, l̄ ∨ C[C] : A
Γ, l[B] ⊢ ∆ : A
Γ, l[B] ⊢ ∆, l ∨ C[C] : A
❯♥s❛t
Γ, l[l] ⊢ ∆ : A Γ, l̄[A \ l] ⊢ ∆ : B
Γ ⊢ ∆ : B
l ∈ A ❇❏
Γ, l[l] ⊢ ∆ : A
Γ ⊢ ∆ : A
l /∈ A
❋✐❣✳ ✸ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡
✾✻
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
▲❡s rè❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳ ▲❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♣✉✐s ❡❧❧❡s ♣❛ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐ttér❛✉①
❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥❢❧✐❝t✱ ♦♥ s❛✉✈❡ ❞❛♥s
❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞✉ séq✉❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡t ❝✬❡st
❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ ✈✐❛ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❇❏✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ été ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥
❈♦q ❡t ♣r♦✉✈é❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✺✵ ❡t ✸✺✵✵ ❧✐❣♥❡s✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✱ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝
❧❡ ❧✐ttér❛❧ ✓ ✐♥✉t✐❧❡ ✔ x2 ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❇❏ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✱ ♦ù A
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① {x0, x1, x3} ❡t B = A \ x3 = {x0, x1}✳ P✉✐sq✉❡ A✱ q✉✐ ❞é❝♦r❡ ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s x2✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❏ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♥✬❡st ♣❛s
❡①♣❧♦ré❡✳
x̄4[x0, x3] ⊢ {}[x0, x1, x3] : A
❈♦♥❢❧✐❝t
x3[x3] ⊢ {x̄4}[x0, x3], {x4}[x1, x3] : A
❆ss✉♠❡
x̄5[x0, x1] ⊢ {}[x0, x1] : B
❈♦♥❢❧✐❝t
x̄3[x0, x1] ⊢ {x̄5}[x0, x1], {x5}[x0, x1] : B
❆ss✉♠❡
x2[x2] ⊢ {x̄3, x̄4}[x0], {x̄3, x4}[x1], {x̄4, x̄5}[], {x3, x5}[], {x3, x̄5}[] : B
❯♥s❛t
x1[x1] ⊢ {x̄3, x̄4}[x0], {x̄3, x4}[x1], {x2, x3, x5}[], {x3, x5}[], {x3, x̄5}[] : B
❇❏
❋✐❣✳ ✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣
■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❉P▲▲ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ très
♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s à ❝❤❛♥❣❡r ♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣❛♠♠❛
❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦ù ❧❡s ❧✐ttér❛✉① s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❧❡✉rs ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❞❡❧t❛ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ét❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✿
♠♦❞✉❧❡ ▲ ❂ ❋♥❝✳▲
♠♦❞✉❧❡ ❙ ❂ ❙❡t✳▼❛❦❡✭▲✮
♠♦❞✉❧❡ ▼ ❂ ▼❛♣✳▼❛❦❡✭▲✮
t②♣❡ t ❂ ④ ❣❛♠♠❛ ✿ ❙✳t ▼✳t ❀ ❞❡❧t❛ ✿ ✭▲✳t ❧✐st × ❙✳t✮ ❧✐st ⑥
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ss✉♠❡ ❡t ❜❝♣ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à ❝❡❝✐ ♣rès q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❛❞❛♣té❡s
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦✐t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ❡t q✉❡ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯♥s❛t✱
❧❡✈é❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st r❡♥❝♦♥tré❡✱ r❡♥✈♦✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é à
❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❇❏ ♦✉ ♥♦♥ ✿
❧❡t r❡❝ ✉♥s❛t ❡♥✈ ❂ tr②
♠❛t❝❤ ❡♥✈✳❞❡❧t❛ ✇✐t❤
❬❪ → r❛✐s❡ ❙❛t
⑤ ✭❬❴❪✱❴ ⑤ ❬❪✱❴✮ ✿✿❴ → ❛ss❡rt ❢❛❧s❡
⑤ ✭✭❛ ✿✿❴✮✱❴✮ ✿✿❴ →
❧❡t ❞ ❂
tr② ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭❛✱❙✳s✐♥❣❧❡t♦♥ ❛✮✮ ✇✐t❤ ❯♥s❛t ❞ → ❞ ✐♥
✐❢ ♥♦t ✭❙✳♠❡♠ ❛ ❞✮ t❤❡♥ ❞
❡❧s❡ ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭▲✳♠❦❴♥♦t ❛✱❙✳r❡♠♦✈❡ ❛ ❞✮✮
✇✐t❤ ❯♥s❛t ❞ → ❞
❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♣❧❧✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s♣❛t❝❤ ♣♦✉r
❛♥♥♦t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡t ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t s✉r ❧❡ séq✉❡♥t ♦❜t❡♥✉✳
✾✼
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
❧❡t ❞✐s♣❛t❝❤ ❞ ❂ ▲✐st✳♠❛♣ ✭❢✉♥ ❧→ ❧✱❞✮
❧❡t ❞♣❧❧ ❢ ❂ tr②
❧❡t ❴ ❂
✉♥s❛t ✭❜❝♣ ④❣❛♠♠❛ ❂ ▼✳❡♠♣t② ❀ ❞❡❧t❛ ❂ ❞✐s♣❛t❝❤ ❙✳❡♠♣t②
✭❋♥❝✳♠❛❦❡ ❢✮⑥✮ ✐♥
❢❛❧s❡
✇✐t❤ ❙❛t → tr✉❡ ⑤ ❯♥s❛t ❴ → ❢❛❧s❡
✸✳✷✳ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
Pr✐♥❝✐♣❡✳ ❙✐ ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❜✐❡♥ ❞✬é❧❛❣✉❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❞é❥à tr♦✉✈és✱ ✐❧ ♥❡ t✐r❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à s❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ P♦✉r s✬❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐sé❡
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳
[x0, x1, x3]
x̄4 ⊢
x3 ⊢
[x0, x1]
x̄5 ⊢
x̄3 ⊢
x2 ⊢ ❇❏
x1 ⊢
[x0, x]
x̄7 ⊢
x6 ⊢
x̄1 ⊢
x ⊢
??
x1 ⊢
✳✳✳
x̄1 ⊢
x̄ ⊢
x0 ⊢
❋✐❣✳ ✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞✉ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣
❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ s❝❤é♠❛t✐s❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡
❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐ts s♦♥t r❡♣rés❡♥tés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹ ❡t ❝❡❧❧❡✲❝✐
❡st q✉✬✐❝✐✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❧✐ttér❛❧ x ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡❯♥s❛t ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s
❞❡s ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① x0 ❡t x1✳ ❖r✱ ❝❡ s♦♥t ❝❡s ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t à ❡✉① ❞❡✉① ❞❡ ❝ré❡r ❧❡
❝♦♥✢✐t ♣✉✐sq✉✬❛♣rès ❧❡ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ s✉r x2✱ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ séq✉❡♥t ét❛✐❡♥t ❥✉st❡♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B = {x0, x1}✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✉♣♣♦s❡r x0 ❡t x1 ✈r❛✐s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ♠è♥❡ à ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♠❛rq✉é❡ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r✈✐r❛✐t à
r✐❡♥ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ x0 ❡t x1 s♦♥t ✈r❛✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥♦✉s ❛✐❞❡r s✉r ❝❡ ♣❧❛♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ s♦♥t ♣❡r❞✉❡s ❞ès
❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st r❡♣❛ssé ✓ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ✔ ❞✬✉♥ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♦ù ✉♥ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❛✈❛✐t été ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ■❝✐✱ ❡♥ r❡❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♦ù x̄1 ❡st s✉♣♣♦sé✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st [x, x0] ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r x1 ✿ ❡♥ r❡✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s✉r x✱ ♦♥ ❛ ♣❡r❞✉ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ q✉♦✐ x0 ❡t x1 ♥❡ ❢❛✐s❛✐❡♥t ♣❛s ❜♦♥ ♠é♥❛❣❡
❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧✬❡①♣❧♦✐t❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à st♦❝❦❡r✱ ❡♥ ♣❧✉s
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦✉r❛♥t✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♣♣❡❧é❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞é❥à ✓ ❛♣♣r✐s❡s ✔ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛
❛♣♣r✐s q✉❡ x0 ❡t x1 ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❣❛r❞❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
r❡❞❡s❝❡♥❞ ❛✉ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s✉r x✱ ♦♥ ✈❡✉t ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ ❞❡ s❡ s♦✉✈❡♥✐r q✉❡ x0 ✐♠♣❧✐q✉❡ x̄1 ✿ ❛✉tr❡♠❡♥t
✾✽
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
❞✐t✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣❛ss❡r ❞❡ ∅[x0, x1] à {x̄1}[x0]✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ♥♦s ❝❧❛✉s❡s
❝♦♥✢✐ts s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♥♥♦té❡s ❡t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts ♥♦té❡
Shift l ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s♦rt✐r ✉♥ ❧✐tér❛❧ l ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✿
Shift l (∅) = ∅
Shift l ({C[A, l]} ∪ A) = {l̄ ∨ C[A]} ∪ Shift l (A)
Shift l ({C[A]} ∪ A) = {C[A]} ∪ Shift l (A) s✐ l /∈ A
▲❡s séq✉❡♥ts s✬é❝r✐✈❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Γ ⊢ ∆ : A,A ♦ù ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❝♦♥✢✐ts✳ ▲❡s rè❣❧❡s s♦♥t très s❡♠❜❧❛❜❧❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸ ❡t ♥✬❛❥♦✉t❡♥t q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts ❀ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
tr♦✉✈é❡s ❧♦rs ❞❡s ❝♦♥✢✐ts✱ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r l̄[A \ l] ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts ❧♦rsq✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s A ❝♦♥t✐❡♥t l✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥✉❡s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s✱ à ❝❡❝✐ ♣rès
q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❯♥s❛t ❡t ❇❥ ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Shift l ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❜r❛♥❝❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ s✉❣❣ér✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡
❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❯♥s❛t ❡t s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r à ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s
❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ Shift l(A) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t l̄ s❡r♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ♣❛r ❇❝♣✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s
❝❧❛✉s❡s r❡st❛♥t❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♥✢✐t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
❈♦♥❢❧✐❝t
Γ ⊢ ∆, ∅[A] : A, ∅
❆ss✉♠❡
Γ, l[B] ⊢ ∆ : A,A
Γ ⊢ ∆, l[B] : A,A
❇❝♣









Γ, l[B] ⊢ ∆, C[B ∪ C] : A,A
Γ, l[B] ⊢ ∆, l̄ ∨ C[C] : A,A
Γ, l[B] ⊢ ∆ : A,A
Γ, l[B] ⊢ ∆, l ∨ C[C] : A,A
❯♥s❛t
Γ, l[l] ⊢ ∆ : A,A Γ, l̄[A \ l] ⊢ ∆,Shift l (A) : B,B
Γ ⊢ ∆ : B,Shift l (A) ∪ {l̄[A \ l]} ∪ B
l ∈ A
❇❏
Γ, l[l] ⊢ ∆ : A,A
Γ ⊢ ∆ : A,Shift l (A)
l /∈ A
❋✐❣✳ ✻ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts
■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❡str❡✐♥t❡s✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣❛♠♠❛ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❡❧t❛ ❞✬✉♥ séq✉❡♥t s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉✬❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜❝♣ ❡t ❛ss✉♠❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉ t♦✉t
♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♠♦❞✐✜é❡ ✿ ❡❧❧❡ ❞♦✐t
r❡t♦✉r♥❡r ♥♦♥ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♥♥♦té❡s✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✈✐❛ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❙❡t✳▼❛❦❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❈ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♥♥♦té❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Shift s✉r ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
♠♦❞✉❧❡ ❈ ❂ ❙❡t✳▼❛❦❡✭
str✉❝t
t②♣❡ t ❂ ▲✳t ❧✐st × ❙✳t
✾✾
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
❧❡t ❝♦♠♣❛r❡ ✭❝❧✶✱s✶✮ ✭❝❧✷✱s✷✮ ❂ ✳✳✳
❡♥❞✮
❧❡t s❤✐❢t ❛ ❝ ❂
❈✳❢♦❧❞ ✭❢✉♥ ✭✭❝❧✱❞✮ ❛s ①✮ ❝ →
❧❡t ① ❂ ✐❢ ❙✳♠❡♠ ❛ ❞ t❤❡♥
✭✭▲✳♠❦❴♥♦t ❛✮ ✿✿❝❧✱❙✳r❡♠♦✈❡ ❛ ❞✮ ❡❧s❡ ① ✐♥
❈✳❛❞❞ ① ❝ ✮ ❝ ❈✳❡♠♣t②
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥s❛t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❤✐❢t ❛✉① ❝❧❛✉s❡s r❡t♦✉r♥é❡s✱ ❢❛✐t ❧❡
❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ s✐ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐ts ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳
❧❡t r❡❝ ✉♥s❛t ❡♥✈ ❂ tr②
♠❛t❝❤ ❡♥✈✳❞❡❧t❛ ✇✐t❤
❬❪ → r❛✐s❡ ❙❛t
⑤ ✭❬❴❪✱❴ ⑤ ❬❪✱❴✮ ✿✿❴ → ❛ss❡rt ❢❛❧s❡
⑤ ✭✭❛ ✿✿❴✮✱❴✮ ✿✿❴ →
❧❡t ❞ ✱ ❝ ❂
tr② ✉♥s❛t ✭❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭❛✱❙✳s✐♥❣❧❡t♦♥ ❛✮✮
✇✐t❤ ❯♥s❛t r → r ✱ ❈✳❡♠♣t② ✐♥
❧❡t ❝ ❂ s❤✐❢t ❛ ❝ ✐♥
✐❢ ♥♦t ✭❙✳♠❡♠ ❛ ❞✮ t❤❡♥ ❞ ✱ ❝
❡❧s❡
❧❡t ✭♥✱❞♥✮ ❛s ① ❂ ▲✳♠❦❴♥♦t ❛✱❙✳r❡♠♦✈❡ ❛ ❞ ✐♥
❧❡t ❞ ✱ ❝✬ ❂
✉♥s❛t
✭❛ss✉♠❡
④ ❡♥✈ ✇✐t❤ ❞❡❧t❛ ❂ ✭❈✳❡❧❡♠❡♥ts ❝✮❅❡♥✈✳❞❡❧t❛⑥ ①✮
✐♥ ❞ ✱ ❈✳❛❞❞ ✭❬♥❪✱❞♥✮ ✭❈✳✉♥✐♦♥ ❝ ❝✬✮
✇✐t❤ ❯♥s❛t ❞ → ❞ ✱ ❈✳❡♠♣t②
✹✳ ❋♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ✖ ❡t s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✖
♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❋◆❈✮✳ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡✳ ▼❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❧❛✉s❛❧❡✷ ❡t ❝❡tt❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛✈ér❡r ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡
à ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❋◆❈ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t éq✉✐✲
s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❉P▲▲ ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✱ ❞❡s ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡
❋♥❝✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ❤❛s❤✲❝♦♥s✐♥❣✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡s ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡✣❝❛❝❡✳
✷❙✬✐❧ ❡♥ ét❛✐t ❛✉tr❡♠❡♥t ♦♥ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❞✉❛❧✐té✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❉◆❋ ❡t ❞♦♥❝
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P = NP ✳
✶✵✵
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
✹✳✶✳ ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s
❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ψ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs
♣rés❡♥tés ❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✷ ❡t ✸ ré❛❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❧❛✉s❛❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋♥❝✳♠❛❦❡ q✉✐
❝♦♥✈❡rt✐t ψ ❡♥ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ t②♣❡ ▲✳t ❧✐st ❧✐st✱ ♦ù ▲✳t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉①✳
❇✐❡♥ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❢r❡✐♥ à ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ♣❡✉t êtr❡
O(2|ψ|)✳ ❆✜♥ ❞❡ s❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ❋◆❈ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (a1 ∧ a2 . . .∧ an)∨ (b1 ∧ b2 . . .∧ bk) ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
n
∧
i=1
k
∧
j=1
(ai ∨ bj)
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ φ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ψ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ φ s♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦♥✲
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ à ψ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✷✱ ✽❪✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X
✭❛♣♣❡❧é❡s ♣r♦①✐❡s✮ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ϕ ❞❡ ψ ❡t à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ϕ↔ X✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s a1∧ . . .∧an ❡t b1∧ . . .∧bk ❞❡ ψ
♣❛r ❞❡✉① ♣r♦①✐❡s X ❡t Y ❡t ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞❡✉① éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡sX ↔ (a1∧. . .∧an)
❡t Y ↔ (b1 ∧ . . . ∧ bk)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❋◆❈ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(X ∨ Y ) ∧
n
∧
i=1
(X̄ ∨ ai) ∧
k
∧
j=1
(Ȳ ∨ bj) ∧
(
X ∨
n
∨
i=1
āi
)
∧

Y ∨
k
∨
j=1
b̄j


❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❞✉✐s❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❋◆❈✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ✉♥ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ❡♥ r❡t❛r❞❛♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧❡s ♣r♦①✐❡s ❥✉sq✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ✈♦✐❡♥t ❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❧❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ X ∨ Y ❞❡ ❧❛ ❋◆❈ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✱
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t X ❡t Y ♣❡✉✈❡♥t ❡❧❧❡s êtr❡ ❛❥♦✉té❡s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ✈♦✐❡♥t
❛ss✐❣♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡✮✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❧❛✉s❛❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦①✐❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡
q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
Pr✐♥❝✐♣❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋◆❈ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡
♣r♦①② X s❡ ré❞✉✐s❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
∧n
i=1 ai q✉❛♥❞ X ❡st ✈r❛✐ ❡t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
∨n
i=1 āi q✉❛♥❞ X ❡st ❢❛✉①✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✐♥sér❡r ❞❛♥s ❧❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r q✉❛♥❞
X s❡ ✈♦✐t ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣r♦①✐❡s ❞❡s
s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ∨ g✱ f → g ❡t f ↔ g✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼ rés✉♠❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡s
❝❧❛✉s❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss✐❣♥é❡ ❛✉ ♣r♦①② ♣❛r ❧❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✳
X X̄
X ↔ f ∧ g f ∧ g f̄ ∨ ḡ
X ↔ f ∨ g f ∨ g f̄ ∧ ḡ
X ↔ (f → g) f̄ ∨ g f ∧ ḡ
X ↔ (f ↔ g) (f̄ ∨ g) ∧ (f ∨ ḡ) (f ∨ g) ∧ (f̄ ∨ ḡ)
❋✐❣✳ ✼ ✕ ❈❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣r♦①✐❡s
✶✵✶
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✳ ❖♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❆ss✉♠❡ ❡t ❯♥s❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ❛✜♥
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ∆ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♣r♦①② ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à Γ✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞ ♣r❡♥❞ ❡♥
❛r❣✉♠❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ l ❡t r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✱ s✐ l ❡st ✉♥ ♣r♦①②✳ ■❧ ❞♦✐t êtr❡ ✈✐❞❡ s✐ l ❡st ✉♥
❧✐ttér❛❧ ✓ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✔✳ ❉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝
❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛tt❛❝❤❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦rté❡s
♣❛r l ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❡①♣❛♥❞✭l✮✳
■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞ ❞❡ t②♣❡ ▲✳t → ▲✳t ❧✐st ❧✐st ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❋◆❈✳ ▲❡ t②♣❡ ▲✳t r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ✓ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✔ ❡t ❧❡s ♣r♦①✐❡s✳ ▲❛
♥❛t✉r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ✐♥❞✐✛ér❡♥t❡ ❛✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r✳
♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❋◆❈ ❂ s✐❣
t②♣❡ ❢♦r♠✉❧❛
♠♦❞✉❧❡ ▲ ✿ ▲■❚❊❘❆▲
✈❛❧ ♠❛❦❡ ✿ ❢♦r♠✉❧❛ → ▲✳t ❧✐st ❧✐st
✈❛❧ ❡①♣❛♥❞ ✿ ▲✳t → ▲✳t ❧✐st ❧✐st
❡♥❞
▲✬✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ à ❛♣♣♦rt❡r ❛✉ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ à ❞❡❧t❛ ❞❡ ❧❛
❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s r❡t♦✉r♥é❡s ♣❛r ❋♥❝✳❡①♣❛♥❞ ❧✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❧ ❡st ♣❛ssé ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❧❡t r❡❝ ❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ❧ ❂
✐❢ ❙✳♠❡♠ ❧ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ t❤❡♥ ❡♥✈
❡❧s❡ ❜❝♣ ④ ❣❛♠♠❛ ❂ ❙✳❛❞❞ ❧ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ ❀
❞❡❧t❛ ❂ ✭❋♥❝✳❡①♣❛♥❞ ❧✮❅❡♥✈✳❞❡❧t❛ ⑥
❯♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s♣❛t❝❤ ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❧✐ttér❛❧
❧✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❧❡t r❡❝ ❛ss✉♠❡ ❡♥✈ ✭❧✱❞✮ ❂
✐❢ ▼✳♠❡♠ ❧ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ t❤❡♥ ❡♥✈
❡❧s❡ ❜❝♣ ④ ❣❛♠♠❛ ❂ ▼✳❛❞❞ ❧ ❞ ❡♥✈✳❣❛♠♠❛ ❀
❞❡❧t❛ ❂ ✭❞✐s♣❛t❝❤ ❞ ✭❋♥❝✳❡①♣❛♥❞ ❧✮✮❅❡♥✈✳❞❡❧t❛⑥
✹✳✷✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❋♥❝
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❋♥❝ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❤❛s❤✲
❝♦♥s✐♥❣✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé tr♦✉✈❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❬✺❪✳
❆ss✉♠❡
Γ, l ⊢ expand(l),∆
Γ ⊢ ∆, l
❯♥s❛t
Γ, l ⊢ expand(l),∆ Γ, l̄ ⊢ expand(l),∆
Γ ⊢ ∆
❋✐❣✳ ✽ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❉P▲▲ ❛✈❡❝ ♣r♦①✐❡s
✶✵✷
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
Pr✐♥❝✐♣❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✉✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ∧ g✱ ♦♥ ❝ré❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦①✐❡s Xf ❡t Xg ❞❡ f ❡t g✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ♦♥
❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ❧✐st❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ψ+ ❡t ψ− ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t Xf ❡t Xg✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ψ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
s✐♠♣❧❡♠❡♠❡♥t ❤❛s❤✲❝♦♥s❡r ❧❛ ♣❛✐r❡ (ψ+, ψ−) ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦①② ♣♦✉r ψ✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛rt❛❣❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ✭❞♦♥❝ ❞❡s ♣r♦①✐❡s✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✮✳
■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❍❛s❤❝♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✺❪ ♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r ❞❡s ❋◆❈
éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ❈❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛s❤❝♦♥s✱ ❞❡ t②♣❡ α t → α → α ❤❛s❤❴❝♦♥s❡❞✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❤❛s❤✲❝♦♥s❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ α✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st
✉♥❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞é❥à ♣❛rt❛❣é❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡✱ α ❤❛s❤❴❝♦♥s❡❞✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❤❛s❤✲❝♦♥sé❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✭très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r
❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧✮✳ ❤❛s❤❴❝♦♥s❡❞ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❛②❛♥t ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ♥♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ α ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st st♦❝❦é❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛ssé❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛s❤❝♦♥s✳ ▲❡ t②♣❡ ▲✳t ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❡st ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡s tr♦✐s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❡ t②♣❡ t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r♦①✐❡s ❞❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉① ♣❛✐r❡s ❤❛s❤✲❝♦♥sé❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✱ r❡♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ♣❛r ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡
✈✐❡✇ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ét✐q✉❡tt❡s ♣♦s ❡t ♥❡❣✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ s♦✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❤❛s❤✲❝♦♥sé❡s✱ s♦✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ✓ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✔✳
♠♦❞✉❧❡ ▲ ❂ str✉❝t
t②♣❡ t ❂ ✈✐❡✇ ❍❛s❤❝♦♥s✳❤❛s❤❴❝♦♥s❡❞
❛♥❞ ✈✐❡✇ ❂ ④ ♣♦s ✿ ❝❧❛✉s❡s ❀ ♥❡❣ ✿ ❝❧❛✉s❡s⑥
❛♥❞ ❝❧❛✉s❡s ❂ ❈ ♦❢ t ❧✐st ❧✐st ⑤ ▲❚ ♦❢ str✐♥❣ × ❜♦♦❧
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❦❴♥♦t ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦①② x s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s
❝❤❛♠♣s ①✳♥♦❞❡✳♣♦s ❡t ①✳♥♦❞❡✳♥❡❣✱ ♣✉✐s ❡♥ ❤❛s❤✲❝♦♥s❛♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ✿
❧❡t ♠❦❴♥♦t ① ❂ ❧❡t ♥ ❂ ①✳♥♦❞❡ ✐♥ ❤❛s❤❝♦♥s t❛❜❧❡ ④♣♦s❂♥✳♥❡❣ ❀♥❡❣❂♥✳♣♦s⑥
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❋♥❝ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♠♣ ♣♦s ❞✉ ♣r♦①② ①✳ ❊❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ s✐ ① r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ✓ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✔ ✿
❧❡t ❡①♣❛♥❞ ① ❂ ♠❛t❝❤ ①✳♥♦❞❡✳♣♦s ✇✐t❤ ❈ ❧ → ❧ ⑤ ▲❚ ❴ → ❬❪
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♣r♦①② ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ f ∧ g à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❦❴❛♥❞ ❝✐✲
❞❡ss♦✉s✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡✉① ♣r♦①✐❡s f ❡t g ❞❡ t②♣❡ ▲✳t ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♣r♦①②
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❤❛s❤✲❝♦♥s✐♥❣ ❞❡s ❋◆❈ f ∧ g ❡t f̄ ∨ ḡ✳
❧❡t ♠❦❴❛♥❞ ❢ ❣ ❂ ❤❛s❤❝♦♥s t❛❜❧❡ ④♣♦s❂❈❬❬❢❪ ❀❬❣❪❪ ❀ ♥❡❣❂❈❬❬♠❦❴♥♦t ❢ ❀♠❦❴♥♦t ❣❪❪⑥
✺✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s
❞✉ ❥❡✉ ❞❡ t❡sts ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❛♥♥✉❡❧ s✉r ❧❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❬✶❪✳ ❈❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❞é❥à ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❀ ❡❧❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✉t✐❧✐té ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❋◆❈ éq✉✐✲s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳
◆♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ à ❝♦♥s✉❧t❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❬✺❪✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✵✸
❈♦♥❝❤♦♥ ✫ ❑❛♥✐❣ ✫ ▲❡s❝✉②❡r
✕ ❆■▼✱ ✐♥st❛♥❝❡s s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✲❙❆❚ ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
✕ ❯❋✱ ✐♥st❛♥❝❡s ✸✲❈◆❋ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
✕ ❉❯❇❖■❙✱ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
▲❡s ❝❤✐✛r❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❋◆❈✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦❧♦♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✭♣♦✉r
✉♥ P❡♥t✐✉♠ ✹ ✷●❍③ ❛✈❡❝ ✺✶✷▼♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✮ ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❙❡❝t✐♦♥s ✷✱ ✸✳✶ ❡t
✸✳✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❉P▲▲ ❉P▲▲✲❇ ❉P▲▲✲❈
❛✐♠✲✺✵✲✶✳✻ ✭✺✵✱✽✵✮ ✹s ✹✵♠s ✹♠s
❛✐♠✲✶✵✵✲✷✳✵ ✭✶✵✵✱✷✵✵✮ > 10♠ ✸✸s ✵✳✸s
❛✐♠✲✷✵✵✲✷✳✵ ✭✷✵✵✱✹✵✵✮ > 10♠ ✼♠ ✹s
✉❢✲✶✷✺ ✭✶✷✺✱✺✸✽✮ ✷✷s ✶✷s ✶✵s
❞✉❜♦✐s ✭✻✻✱✶✼✻✮ ✽♠✸✵s ✹✼s ✺✷s
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡✱ s✉r ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t
❢♦rt s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs✳ ❈❡t ✐♠♣❛❝t ❡st à r❡❧❛t✐✈✐s❡r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡
♥✬✉t✐❧✐s❡ ❛✉❝✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st très
s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❝♦♥✢✐t s♦♥t ❛❥♦✉té❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❣❛✐♥ ♦❜s❡r✈é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥tr❡
❉❯❇❖■❙ ❡t ❆■▼✲✷✵✵✲✷✳✵✳
✻✳ ❚r❛✈❛✉① ❈♦♥♥❡①❡s ❡t ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝✐s❡ ❞✬✉♥ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r ♠♦❞❡r♥❡ ❡♥ ❖❝❛♠❧ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❞❡s
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t
❧❡s rè❣❧❡s ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡s rè❣❧❡s ♦♥t été ❝♦♥ç✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ❉P▲▲ ♥❛ï❢ ❛ ♣✉ êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺
❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❙❆❚✲
s♦❧✈❡r ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
❝♦♠♠❡♥t t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❋◆❈ ❡✣❝❛❝❡ ✿ ❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té
❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ♣❛r ❤❛s❤✲❝♦♥s✐♥❣ ❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❡ss❡✉① ❞❡ ❧❛ ❋◆❈ ♣♦✉✈❛✐❡♥t
êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ◆✐❡✉✇❡♥❤✉✐s✱ ❖❧✐✈❡r❛s ❡t ❚✐♥❡❧❧✐ s✉r
❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❉P▲▲ ❬✶✶❪✳ ▲❡✉r s②stè♠❡✱ ❜❛sé s✉r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✱ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❉P▲▲ ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛r❞❡ ❞❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣❛r
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ r❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❛✐sé❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
r❡♥❞ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❡t ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❖r✱ ❞❡ ♣❛rt ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❡✉r
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✶✺❪ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉st❡♠❡♥t été ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛
❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ♥♦s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs s②stè♠❡s✱ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs✳
❙❛t✲▼✐❝r♦ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡st❛rt ♦✉ ❧❡s
t✇♦✲♠❛t❝❤❡❞ ❧✐t❡r❛❧s ❬✶✵❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ✓ ❜♦♥♥❡s ✔ ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞♦♥t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ êtr❡ r❛✣♥é❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
s❡✉❧s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ✓ ❞♦♠✐♥❛t❡✉rs ✔ ❞✉ ❝♦♥✢✐t s♦✐❡♥t r❡t♦✉r♥és✳ ❈❡s ❧✐ttér❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬✷❪✱
♣❡r♠❡tt❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té✳ ■❧ s❡r❛✐t ❡♥✜♥
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✉❧♦
✉♥❡ t❤é♦r✐❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧✬❡①♣❧♦✐t❡r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚ t❡❧ ❊r❣♦ ❬✹✱ ✸❪✳
✶✵✹
❙❛t✲▼✐❝r♦ ✿ ♣❡t✐t ♠❛✐s ❝♦st❛✉❞ ✦
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬✶❪ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❆❚ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥s ✇❡❜ ♣❛❣❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❛t❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳♦r❣✴✳
❬✷❪ P✳ ❇❡❛♠❡✱ ❍✳ ❑❛✉t③✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❛❜❤❛r✇❛❧✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝❧❛✉s❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ✷✵✵✸✳
❬✸❪ ❙✳ ❈♦♥❝❤♦♥ ❛♥❞ ❊✳ ❈♦♥t❡❥❡❛♥✳ ❚❤❡ ❊r❣♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✳ ❤tt♣✿✴✴❡r❣♦✳❧r✐✳❢r✴✳
❬✹❪ ❙✳ ❈♦♥❝❤♦♥✱ ❊✳ ❈♦♥t❡❥❡❛♥✱ ❏✳ ❑❛♥✐❣✱ ❛♥❞ ❙✳ ▲❡s❝✉②❡r✳ ▲✐❣❤t✇❡✐❣❤t ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊r❣♦ ❚❤❡♦r❡♠
Pr♦✈❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t✳ ■♥ ❏✳ ❘✉s❤❜② ❛♥❞ ◆✳ ❙❤❛♥❦❛r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❋▼✵✼ ✭❆✉t♦♠❛t❡❞ ❋♦r♠❛❧
▼❡t❤♦❞s✮✱ ✷✵✵✼✳
❬✺❪ ❙✳ ❈♦♥❝❤♦♥ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ❋✐❧❧✐âtr❡✳ ❚②♣❡✲❙❛❢❡ ▼♦❞✉❧❛r ❍❛s❤✲❈♦♥s✐♥❣✳ ■♥ ❆❈▼ ❙■●P▲❆◆ ❲♦r❦s❤♦♣
♦♥ ▼▲✱ P♦rt❧❛♥❞✱ ❖r❡❣♦♥✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✵✻✳
❬✻❪ ▼✳ ❉❛✈✐s✱ ●✳ ▲♦❣❡♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲♦✈❡❧❛♥❞✳ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r t❤❡♦r❡♠✲♣r♦✈✐♥❣✳ ❈♦♠♠✉♥✳
❆❈▼✱ ✺✭✼✮ ✿✸✾✹✕✸✾✼✱ ✶✾✻✷✳
❬✼❪ ▼✳ ❉❛✈✐s ❛♥❞ ❍✳ P✉t♥❛♠✳ ❆ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❏✳ ❆❈▼✱ ✼✭✸✮ ✿✷✵✶✕
✷✶✺✱ ✶✾✻✵✳
❬✽❪ ❚✳ ❇✳ ❞❡ ❧❛ ❚♦✉r✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❜② r❡♥❛♠✐♥❣✳ ■♥ ❈❆❉❊✲✶✵ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
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